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Attekintjlik azokat a legfontosabb kvantummechanikai ismere-
teket, amelyek az atommagok é€s a maganyag relativisztikus tar-
gyaldsdhoz elengedhetetlenlil szlikségesek:

1. A Dirac-egyenlet
2. A Dirac-mdtrixok
3. A Lorentz-szimmetria
4, A Dirac-hulldmfliggvény valdsziniliségi értelmezése
5. A szabad részecskére vonatkozd Dirac-egyenlet megoldasai
6. A szabad részecske polarizdcidja
7. A nukleonra vonatkozdé Dirac-egyenlet
8. A Dirac-egyenlet és az egyrészecske-kép
9. A lyukelmélet
10. A t&ltéskonjugélés
11. A CPT-szimmetria

12. Homogén, izotrép kiilsé térben mozgd nukleon

13. Centrédlis erd&térben mozgd nukleon

14. A Foldy-Wouthuysen-féle el6dllitds. A spin-pdlya
k81lcsbnhatés.

BEVEZETES

Az el&adds anyagdnak megvidlasztdsakor Serot és Walecka [1]
bsszefoglald cikkét fogadtam el irdnyadénak arra nézve, hogy
mely kérdések tekinthet8k a magfizika szempontjdbél kiildndsen
fontosnak. Az ilymédon kivdlasztott résztémikat igyekeztem
olyan egységes keretbe foglalni, amely rdvildgit a relativisz-
tikus kvantummechanika sikereire és hidnyosségaira. Az eldadas
anyagdnak leirdsakor arra tdrekedtem, hogy az irott valtozatot
egyetemi hallgaték is felhaszndlhassdk tanulmdnyaik sordn ki-
egészitd Jegyzetként.

Az 1-7. pontokban egy relativisztikus részecske kvantum-
elméletének Dirac &ltal javasolt kiépitését kiséreljlik meg. A
8. pontban rdmutatunk, hogy ez az ut jarhatatlan, hiszen a Di-
rac-egyenlet nem értelmezhetd kdvetkezetesen mint egyetlen ré-
szecske mozgdsegyenlete. A Dirac-egyenlet helyes értelmezése
felé vezetd uton fontos d4llomds volt Dirac lyukelmélete, amely-
nek maradandé érdeme, hogy megjésolta a pozitron létezését /1d.
9. pont/. A lyukelmélet elvezetett a t&ltéskonjugdlési szim-
metria felismeréséig és ahhoz az értelmezéshez, hogy a Dirac-

-
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egyenlet egyszerre irja le a részecskéket és az antirészecs-
kéket; errél szé6l a 10. pont. Ek&zben azonban menethetetleniil
elveszett a Dirac-egyenlet megolddsdnak kvantummechanikai hul-
lamfliggvény jelentése. Jelenlegi ismereteink szerint a kvan-
talt fizikai rendszerek relativisztikus leirdsa csak a kvan-
tumtérelmélet keretében lehetséges. Ennek elemeit az elé&adas
mdsodik részében (egy késébbi cikkben) fogjuk &ttekinteni. A
kvantumtérelméleti leirds sordn a Dirac-egyenlet a megfeleld
klasszikus térelmélet téregyenletének szerepét jatssza. Olyan
kvantdlasi eljardst fogunk majd k&vetni, amelynek alkalmazisa
sordn szlkségink lesz a klasszikus téregyenletek megolddsai-
nak teljes rendszerére. Ezért a 12. és a 13. pontban vdzoljuk
a nukleonokra vonatkozé Dirac-egyenlet megolddsdt néhdny, a
magfizika szempontjébél fontos esetben. Az ismertetett anyag-
hoz kapcsoléddan az olvasd tovadbbi részleteket taldlhat a tan-
kényvekben [2-6].

1. A Dirac-egyenlet

A szabad részecskére vonatkozé Schrddinger-egyenlet rela-
tivisztikus &dltaldnositdsat szeretnénk megkapni. Ezért az a-
1labbi feltevéseket tessaziik:

a/ Létezik a + (&,t) hullamfiiggvény, amely teljesen megha-
tédrozza a részecske dllapotdt és annak idébeli fejlédését:

£%+=H+) (1.1)

ahol H linedris hermitikus operator.
b/ A részecske E energidja, F impulzusa ésM nyugalmi
tOmege k&z&tt fenndll az Einstein-féle 8sszefliggés:

E* = M*+ 3 (1.2)
c/ Ervényes az
E->H—=v3 , p=-cV £1.3)

megfeleltetés.

d/ A szabad részecske H Hamilton-operédtora helytél flgget-
len a rendszer eltoldsi invariancidja k&vetkeztében és az im-
pulzus-operdtort linedrisan tartalmazza annak érdekében, hogy
az (1.1) egyenlet Lorentz-kovaridns lehessen.

A c/ és d/ feltevések alapjadn a Hamilton-operator

ivj+npr1 (147

H=-{«
alaku, ahol wd Qzl,Z,B) és P "szdmok". K8vetkezésképpen az
(1.1) egyenlet az

(ii-l-éc(‘{vj—ﬁk‘l)t}’-o (1,59

alakot ©1lti. Ez a Dirac-egyenlet. A b/ és c/ feltevés értelmé-
ben az (1.5) egyenletbdl az

("3:'4'31'—1‘1&')4"“0 (1.8)
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egyenletnek kell k&vetkezni. Az.(1.5) egyenletbdl (1.6) egyen-
let akkor és csak akkor kdvetkezik, ha az of, B "szamok" j&61
me ghatdrozott algebrail tulajdonsdgokkal rendelkeznek. Ennek be-
ladtdsa érdekében hassunk az (1.5) egyenletre balrél az

(t'3+ - ¥ +pM) operdtorral:

(03 - cadV 4 pMYGA+cn® VR am) -
=[-8 + (ead Ve pmyial vl puy ]y -
= E..'J:‘ +1 (oc‘!.c(k.”(‘-.(i') Pivk s oM (ﬁ-’f‘!“‘zﬁ)w _M’-ﬁzl J. (1.7)

Az (1.7) egyenlet akkor és csak akkor azonos az (1.6) egyen-
lettel, ha

ue.‘nc&+uc"ota.=2§.‘;:&', ﬁ“‘a"‘“é-ﬁ"‘o) ﬁ;t“'{- L8)

Az (1.8) kdvetelmények k&zdnséges szamokkal nem elégithetdk ki,
csak matrixokkal, mégpedig legkevesebb Uxl-es matrixokkal:

e
wl=glsl | glgd (1.9)
ahol
o . el 0 . :
.Tja(ﬂ@‘l -‘-(0 aa') , pt=100d (1.10)

o =(3 ;) ) °"z=(z .O.-,) ) “‘3=(;_ﬁ) (1.11)

a Pauli-mdtrixok. Az od s A matrixok dnadjungidltak.

Mivel el és p Uxb-es miatrixok, ezért a hulldmfliggvénynek
4 komponense van: ¥, (%,%+),«=1,2,3,4. A helyzet analég a klasz-
szikus elektromidgneses tér leirdsdval: a Maxwell-egyenletek is
a térmennyiségekre vonatkozé linedris, elsérendii, csatolt par-
cidlis differencidlegyenletrendszert alkotnak, mint amilyenek
a hullamfliggvény 4; komponenseire vonatkozé egyenletek; ugyan-
akkor valamennyi térmennyiségre fliggetlen hulldmegyenlet érvé-
nyes, akdrcsak a hulldmfliggvény valamennyi Y, komponensére.

Az (1.6) Dirac-egyenlet a hullamfliggvény komponenseire az

& B oL .V (1.12)
(¢ Wp G b, -ﬁcﬁM)‘Pﬁ(xlt):O ’
egyenletrendszert Jelenti.
2. A Dirac-matrixok
A Dirac-egyenletet Lorentz-kovaridns alakbén szeretnénk
felirni. Ennek érdekében bevezetjlik a Minkowski-térben az

xPa(t,#) (u=0,1,2,3) koordindtakat és a (+1,-1,-1,-1) szigna-
turdju 3?“ metrikus tenzort. Néhdny hasznos jeldlés:
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Hp= 3’"’%\’ = (t,-x),
ae= % =9, , aa‘n 3/3,:‘- -7 , 93 = ’a/raxé' < 7l ’

{21 )
bpe = cf,=0T) B =al= 08, iT)
pr=t > )y Pu =1 Bt oy
pX = ?,_‘xy‘:gppf'x"= pox° - PX
(barmely x¥ és PF négyesvektor esetén).
Vezessiik be a
P=p, piapat (§=4,2,3) 22

Dirac-matrixokat. Segitséglikkel a Dirac-egyenlet latszdlag ko-
varidns alakot &1t:

/U+‘._.-(J --Jl(|’,t u?:.“r\}‘f':,a

(g0 - MO = C e (2:3)
r umhﬂm }..W
a Hamilton-operédtor pedig
03§
H=-cf%V +¢°M (2.4)
alakra hozhaté. =
Az (1.8) cserereldcidkbdl
o
e+ ¥ VeH = z%yv (2:5)
adédik.
A (2.5) cserereldcidkat kielégitd Dirac-mdtrixok csak
r unlter ekvivalencia erejéig vannak meghatdrozva. Mi a tovébbi-
akban a (2.2) abrdzolast fogjuk haszndlni. A Dirac- materok.é}(mM@H
nhUJ%ﬁﬁ unitér matrixok és R
walli y ) L 0 f
b, (1) Sy CIOEER TR o (2.6)

A Dirac-métrixokat tovdbbi midtrixokkal kiegészitve egy
bazist kapunk a UxU-es métrixok terében:

4y, F, o« STNPT, G0, DM 2D

A (2.7) mdtrixok egy algebrat alkotnak, az un. hiperkomplex
szamok algebrdjat. Van der Waerden bebizonyitotta, hogy a
(2.7) hiperkomplex szamok algebrdjdnak egyetlen véges-dimenzids
irreducibilis &brédzoldsa van, s az négydimenzids.

A ¥y mdtrix néhdny tulajdonsaga:

' FR
unitér, (=Y =4_ .
ts tb‘ b (2.8)

Ksﬁ}‘*t’*b‘sﬂ) [fs,u"’uvj"O.
A (2.2) abrédzolédsban
0 el

or well Ko;(g—z)’ ti- cﬂo)’ s =

| - v . Gi 5 ;
U:{Ji@‘i/\lazl J(f{ O')/ JJ - g o/{)/ JY;({}I :) s o

1
——
a0
o A




3. A Lorentz-szimmetria

Tekintstlk a Minkowski-tér azon (globalis)
d'# o a,#, dx” AP |

linedris transzformdcidit, amelyek bdrmely két szomszédos tér- (
idépont tdvolsdgdt valtozatlanul hagyjdk:

dy' M 'Y _ J] ¥ ) ‘
g v 4 olx ?dex dx”, (3.2)
A (3,1) és (3.2) Osszefliggésekbdl :
Boow B y (3.3) |
gyva‘ Ka’i\"ﬂ:;\? (a‘)lt"ﬂ}\’a"l’gtt:}\ i
adédik. A (3.3) 8sszefliggések alapjan/ =
det g =det (aTga) =[det (2)]* det g (3.4)
azaz B - B ,
det o = £1, (3.5)
Masrészt ugyancsak (3.3) alapjan |
oo = +1 = a’a’s - adjal, | (3.6) '
ahonnan
(2%) =1+ atad, >4 (3.7)
vagyis
n..ao S +4 vagy a,oo g -1 (38) |
lehet.
A (3.1) - (3.2) transzformdciék csoportot alkotnak, ez a

homogén Lorentz-transzformiciék L csoportja. Az egységnyi
determindnsu (deta =+4), ortochron (a%2> 1 ) transzformicidk
az un. valédi Lorentz-transzformicidk Le alcsoportjat alkotjék.

Lp egy hatparaméteres Lie-csoport. Az infinitezimilis transz-
formdcidk

@ =1-<8¢La -8y Ks -
=

alakuak, és az egységvektor kdriili 8¢ szbgli térbeli elfor-
gatast valamint a ¥ egységvektor irdnydban =8y sebesség-
gel mozgd inercidlis vonatkoztatasi rendszerre vald attérést

("boost") jelent. A valddi Lorentz-transzformdciék 6 generatora
az

|
i
|
|

' ' ) ‘ 40
L EﬁJ:ié‘ful_-L, [k 5&]=-££‘ j_.e,[t.‘ Khj.:fe‘ Lje (3.10)

-
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csererelicidknak tesz eleget. (éfﬁe a teljesen antiszimmet-
rikus harmadrendii tenzor.) A véges valédi Lorentz-transzformi-
cidk

a = exp (~idLa -< ¥ K3) (3.11)

alakuak, ahol ¢ a térbeli elforgatds szdge és a 3 irdnybanwr
sebességgel mozgd vonatkoztatdsi rendszerre vald attérést a ¢
rapiditdssal jellemezzilkk (v =th¢). Valamennyi paraméter zdrt
intervallumon bellil vdltozik a rapiditds kivételével, amelyre
0¢ ¥ < | Ezért Le nem kompakt Lie-csoport.

Az L homogén Lorentz-csoport nem Osszefliggd csoport, ugyan-
is tartalmaz olyan transzformdcidkat, amelyek nem érhetdk el
az egységelemb8l infinitezimdlis transzformdcidk egymdsutdni
alkalmazasédval:

4000
T 0-4 00

a/ tértikrbzés: E: 00-10], ME-_--{, .Poo.>»'-+4,' (3.12)
00o0-4
4000

b/ id&tikrdzés: I = 83’?3 , dd:I-:-*l T'o!;-{_‘. (3.13)
00O A4

¢/ inverzié: R=PT=T7? , det R=1, R%&-A. (3.14)

A P,T é6sR transzformidcidk bdrmelyikét a valéddi Lorentz-
transzformidcidkkal kombin&dlva nyerjlik mindazokat a homogén
Lorentz-transzformdcidkat, amelyek nincsenek benne az L,
alcsoportban.

Egy egyenletrdl akkor mondjuk, hogy Lorentz-kovarians, ha
az egyenlet két oldalén 4116 mennyiségek az L homogén Lorentz-
csoport ugyanazon &brdzoldsai szerint transzformdldéddnak. A fi-
zikail rendszer Lorentz-szimmetridval rendelkezik, ha a rendszer
H Hamilton-operdtora felcserélhetd az L, alcsoport infinite-
zimdlis operdtoraival, valamint a tértikrbzés és az iddétlkrdzés
operatoraval. Ilyenkor a hullamfliggvények a Lorentz-csoport
véges-dimenziés, irreducibilis dbrdzoldsali szerint transzformi-
lédnak. Ezek lehetnek egyértékll tenzordbrdzoldsok vagy kétér-
tékll spinordbridzoldsok.

A tenzordbridzoldsok koziil a legalacsonyabb rendliek:

skaldr ¢’y = ¢,
vektor A;_ (<) = GLJ"’A,(!),
I
w
tenzor F}:v(x') = a, a.* Fea (0
pszeudoskalér ¢ (') = d 0o det a
pszeudovektor H}: ) = ay\’H,,(,‘;owe a . Ca.15)
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A (2.3) Dirac-egyenlet megolddsdt jelentd 4%}) hulléam-
fliggvény a homogén Lorentz-csoport egy spinordbrdzoldsat va-
16sitja meg. Megmutathatd ugyanis hogy minden a Lorentz-
transzformdcidhoz létezik olyan S(a) unitér mitrix, hogy a

V() =S ()Y (3.16)

transzformdlt hullamfliggvény a (2.3) Dirac-egyenlettel azonos
alaku

(W"%:-—M)«V(x'l-‘-o (3.17)

egyenletet elégiti ki; és az S(a) midtrix az & transzformicid

paramétereinek kétértékili fliggvénye. A Lorentz-transzformicidk
mdtrixal ebben az 4brdzoldsban /a Dirac-mitrixok (2.9) &brizo-
ldsédt hasznalva/:

by 3 = exp (1% 12)

(v} = (12),(13),(23): sz8gl térbeli forgatds a 3, 2
i11l. 1 tengely k&ril
(ry)= (01),002),{03): "boost", v =thy

LE S ()= #y¢°,
T: é(T_}s l‘f{"ssz

(& a komplex konjugdlds operdtora). _
Vezesstik be a +(xy) Dirac-spinor Y Dirac-adjungdltjat:

(3.18)

':F(x):‘t,/{_x)-rﬁ“o, (3.19)
A hullamfiiggvény Dirac-adjungdltjdra vonatkozé egyenletet a
(2.3) Dirac-egyenletbdl adjungdléssal, (‘rﬁf—)}ﬂ’fl B r}&/_j I}LA -0
] T A r="1

; topt t
és jobbrél % matrixszal valé szorzassal kapjuk:
Ca T oGk %
L3P+3 + My =0, ¢3.21)
(Felhaszndltuk a (2.6) 6sszefliggést.)

A Dirac-spinorok bilinedris kifejezései a tenzordbrdzoldsok
szerint transzformdlédnak:

(3.20)

o) Yy = :[a(sc)x\zcx) —~ skaldr
PO ¥s V() - F o ¥s Y0 det a - pszeudoskaldr
\_F'(x') M Yy = a*, W (%) K""Lk(z) — vektor

—\l:'(x'}x-st}‘ -._r’(,r) = mﬂv ¢£“’Tﬁv‘{’ () d.d'g. — pszeudovektor
;’(x') o‘J‘“’-\}r’L,cf) - Q}‘ta"z.\T,'Lx)gd‘“ll_, 0 — mésodrendi tenzor
stb. (8.22)
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b, A Dirac-hullémfiiggvény valdészinliségi értelmezése

A (3.22) tulajdonsagok alapjén a
§%00 = Yootk b0 = (1o Y0, Y0 X0 (4.1)

mennyiség négyesvektor. Megmutatjuk, hogy a gﬂlq négyesvek-

torra kontinuitdsi egyenlet 411 fenn. Szorozzuk meg a (2.3)

egyenletet balrél § -tal, a (3.20) egyenletet pedig jobbrél
-vel és vonjuk ki a két egyenletet egymasbél. Ekkor a

. Tapperits | giipmeo,
>4 (%) =0 ~ 9. phy-nitee '
kontinuitdsi egyenletet kapjuk. r

Mivel
VY= Y, a0, (4.3)

azért fﬁtﬂ tekintheté a valdészinlségi dramsiirliség négyes-
vektordnak, ha a hullamfliggvényeket a megmaraddé taldlati va-
lészinlség

Slé'ol‘o d-sx =j"+1'(x)+(13 d =1 (4.4)

€rtékével normdljuk. A (4.4) normaldsi feltétel megengedett,
mert a baloldalon Lorentz-skaldr &11 /egy négyesvektor idg-
szerl komponensének és a térfogatelemnek a szorzata/, amely
a (4.2) kontinuitdsi egyenletb&l kdvetkezben megmarads.

S. A szabad részecskére vonatkozd Dirac-egyenlet megoldasai
A szabad részecskére vonatkozd

(t”'F}L-—M)qz[x) =0 (5.1)

Dirac-egyenlet staciondrius megolddsait

Yo = U exp (-epx) = Utpresp(-vet 4 (p %) (8.2
alakban keressiik. Ekkor az ll(ﬁ) Dirac-spinorra az
’ p' =0 > . "
(Nﬁﬂ» r‘)mf @ (,c.P +ﬁM)u(i§)= E:U.LPJ (5.3)
egyenletet kapjuk. Az
Y ($)
u(“)a( ) (5.4)
AP YT
felbontds utdn az (5.3) egyenlet az
(M-e)1 &p Lip)
.. = (5.5)
Sp -M+e){/ \$(p)
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alakot &1ti. Az (5.5) egyenletnek akkor és csak akkor létezik
nem trividlis megolddsa, ha

g | =0t ¥ ).0,

- 5.6
op ~(M+e)d ( :
dZdadz
det [- (M*-e?) - (5p*] = (e*-3*-M*)*=0, (5.7)
ahonnan
e:ﬁ(Ml+§‘)1'z=tEk$)=E“’(;) , (5.8)

A Dirac-egyenlet (5.2) alaku megolddsdt pozitiv ill. negativ
energids /frekvencids/ me%oldésnak nevezziik, ha rendre
e (=E® ) >0 i11. e(=E™()<o . A szabad Dirac-egyenletnek
egyarant vannak pozitiv és negativ frekvencids megolddsai. Mi-
vel az (5.6) egyenlet negyedfoku, igy minden energiasajatérték
kétszeresen elfajult. Az energia-sajdtértékek impulzusfliggését
az 1. &dbra mutatja.

Keresslk meg az (5.5) egyenlet pozitiv és negativ energiéas
megolddsait:

Ha e=aEMP =+E(P) , akkor

(M-E@ 2y + 55 ¢ =0, (5.9)
&% X -(M+tE@)d @ = 0. (5.10)
Mivel M+E(§1>n, igy az (5.10) egyenletb§l
D) = M iinp %) (5.11)
addédik. Tehdt az (5.5) egyenlet megolddsa
X@#)
Ueyo Br=w (3, e =+1)= S ,ﬁ%?‘lﬁ) } (5.12)

ahol X(p) tetsz8leges kétkomponensi spinor, N normdldsi
tényezé és €r=Sgne . Az (5.2) megoldas igy

b0 = oxp (B Gt +72) w(F, b ) menp i pIw(Freemt)  (5.13)

alakba irhaté, ahol py=+E(p).
Ha e-EH(ﬁ):—E(F) , akkor

(M+E@)LE) + & $(F) =0, (5.14)

op X () = (M-E@)b () =0. (5.15)

Az (5.14) egyenletbdl
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-

&P »
x(?).-::— F’H—E—L?")dbtr) (5.16)
addédik és igy az (5.5) egyenlet megoldasa
3.
) - e 40)
uewtﬁ).-:co(r, T.=.4)-J(°( ”*;tf; F } (5.17)
P

ahol ¢(F\ tetszdleges kétkomponensid spinor. Az (5.2) megol-
dés most

a[/_;"m = exp ((E@rt - pR) (-, e =- )= oep (-lEgpx)W(-p,e=-1)  (5.18)

alaku, ahol py=+ E(@).
Az elfajult dllapotok jellemzésére bevezetjiik a

‘.n's; - ‘j.'.-g )
AS'ZZ{ﬁ (Z=(52) (5.19)
helicitést /az impulzusnak a spin irdnydba mutatd vetliletét/.

A helicitds operdtor felcserélhetd a Hamilton-operdtorral és
az impulzus-operdtorral:

(A, ,H1=0, [As,‘,;].-.o, (5.20)
ezért az (5.12) és az (5.17) dllapotok alterében vilaszthatunk
helicités-sajdtdllapotokb6l bazist: " —— ?P:P&

i (o)
w(p,ee=1, Ag=3)= W |, 5 y = w (p) : { 53T
M+E@) (.0)
(3
w(F)edr:‘[)As:'ii)' g ( '6*"5 (0)) = to"‘ ("5)) (5.22)
M+ EGp) 9
s 288 (4 .
WPt~ A=1)=w (M+E(§) lo) - §7 () » (5.23)
{
(o)
5 ~&p 0 .
w('f»';f"{:"s".iz)"m(lh- Etp) (‘{)) = ‘Oq(P) . (5.24)
0
(%)
Vadlasszuk a normdldsi tényezdt
o il
v & ( ilile o ) (5.25)
B 2E ) ﬁ
alakban, akkor . @/ o
—~—r i - M o'
w-"[P)“ w”’ (P)xgﬁ-a €r ) (5. 26)
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- 1‘ -r’ - ¥
w"'LFe,,)‘ w (FG,‘J)“l =8'H-, LB 2'9)

4o S, B
% w (Pe,), w {pe,,)ﬁ-é‘.q;,

(5.28)
ahol
+4 ha a=4,2
€_r=_{_": ha re3y | (5.29)
) -
Képezve a Dirac-egyenlet
<
T, i
Yo 00 =w(5) exp bie,px)  (+=4,2,34) (5.30)

megolddsainak teljes rendszerét és visszahelyettesitve az (5.1)
egyenletbe

T,

(FFpp = &My wT(gr=0 (5.31)
addédik, ahonnan

gy (§fpp-eM)=0, (5.32)
Az (5.30)-(5.32) egyenletekben Po=+E ).
6. A szabad részecske polarizaciéja

A helicitds nem Lorentz-kovarians médon van definidlva, ezért

célszerl a részecske polariziciéjdnak fogalmét Lorentz-kovari-
ans médon bevezetni.

EbbSl a célbdl induljunk ki abbbl, hogy a részecske nyugalmi
rendszerébgp /RF=rest frame/ a Dirac-egyenlet megolddsai

J "Y: () = ™ (0) wxp ("':e-r Mt) i (Poz E)) (B.1)
ahol
o { : :
0 0 0 4

Vegylk észre, hogy a részecske sajdt nyugalmi rendszeréhez ké- '
pest -ﬁ-sebességgel mozgd inerciarendszerben a Dirac-egyenlet (
(5.30) megolddsaiban szerepld w”(§) spinorok a (6.2) spinorok-

bo1l Lorentz-transzformiacidval képezhetdk /ez a Lorentz-invarian-

cia kévetkezménye/ :

§L_$)m"(ol=eup(—% R%])w'*(o)- to‘({-?), (B3]
ahol i 12
= = P - -u—J::. -—L——-
' "E—(—Fi ' te’-z‘ M{-E(F} » (6.4)
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Vezesslk be tovabbad a

e-"xy? +-M -
Ae‘[r).‘: ‘ _2_:!1 (P‘,:E(r]) (6.5)

operdtort. Beldthaté, hogy a AgA, i1l. a A=A, operdtorok a po-
zitiv 11l. a negativ energids &dllapotok projektorai, ui.

.al/ Ae(ll’) IU*[F) = -E'L;;.FLM— w(§) = & M;MM wﬁﬁ)ﬂa;r((?) . (6.8)
.Felhasznéltuk az (5.31) egyenletet. f-%h;“
b/ Ae A e E.;E.c'P’--i-((-;*:;r)MKPPnﬁ-M'-‘—=U+E4e‘r’) mu.;;::f‘w- -

= 4"—::"31;)\'5*(?, =Ae P See . .
c//\“',){./\-(f)_{, (6.8)

Legyen s egységvektor a részecske nyugalmi rendsrerében,
amelyre a részecske spinjét vetitjlik. Definicidé szerint a po-
larizacié sM négyesvektordnak azt a négyesvektort tekintjlk,
ami a nyugalmi rendszerben értelmezett

(s#),.=1(03) (6.9)

négyesvektorbdl Lorentz-transzformicidval el84ll egy tetszdéle-
ges inerciarendszerben:

# ooad v
5 s e, (Ve (6.10)
A részecske négyesimpulzusdra
y )
(P”)RF':(MJO) ) PM=Q-H9(P)RF' (8.11J
Ekkor
M 1 be - e% -
§58y, uls )RF(S)‘>RF- = Salad N (6.12)
e =
PUSu = (PP‘)“ (2,05 =0, (6.13)
Mé&srészt, ha s* egy (6.12) és (6.13) tulajdonsdgu négyes-
vektor, azaz gHge.{ és pMs,=0 , akkor
» »
= (pH - <
0=(p )tg(s’)“._m(go)“, azaz (&), =0, (6.14)
vagyis ts’“u? térszerll vektor. Tovdbba ekkor
= (gM = 3 $2 = :
~A=(8Mp, (8)p, = Bty | azaz $ie=d, (6.15)
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Ezek szerint barmely (6.12) és (6.13) tulajdonsdgu négyesvek-
tor polarizdcidévektornak haszndlhats.
Vezessik be a

1 ta‘sx’“sn
S ks) = 3

projektorokat. A (6.16) operdtorok csakugyan projektorok, hi-
szen

(6.16)

202 =2 , T(Se)=0 (6.17)

€s az egységoperator

Z(s) +Z(-5) =1 (6.18)

felbontdsét teszik lehetdvé.
Az @ Dirac-spinorral leirt dllapotot ¥ irdnyban polari-

zdltnak nevezziik, ha I
ZiNw = w, (6.19)
Mivel
[H,Zw] =0, [At[P),Z(s)}zo’ (6.20)
azért megadhaté a Dirac-egyenlet megolddsainak olyan tt(ﬁ:)‘
w(F,s) (s=+) teljes rendszere, hogy

(5PP}~ -Mw (g, =0, f\+(r)u(|3',;) = w(g)9, er)u(ﬁ,s)au@‘,:)’(a ¢ 21

WeptMIv@E =0, AET(ED= v, Zov)= v(§s),(6.22) )

Ha (sﬁk; = (0,0,0,1), akkor

Z () w'o) = wlo) | Z-owio=o0,
2 (s) wro) = 0 , Z (-8) w?(0) = w?(0),
S wioy= 0, Z (-s) w(0) = w*(0) :'
A (6.3) és (6.23) Osszefliggés valamint [2(87,§(-3)]=0 i’
figyelembevételével —
Wi, s) = w'(p), () = wi ()
U(F,-s) = w* (@), VIF) -9 = w0 (p) (6.24)

adédik.




A Dirac-egyenlet (5.30) alaku megolddsai
1%ujthﬁgexPG{Px) pozitiv energids, impulzusu,
‘P;le) = w (o) exp (ipx) pozitiv energids, impulzusu,
*_3?,(:() = VipS)exp (cpx) e gativ energids, impulzusu,

q,'l‘;m ,___,u.&-)s)up (px) negativ energids, impulzusu,

polarizdcidju,
polarizdcidju,
polarizdcidju,

polarizdcidju,
(6.25)

allapotokat irnak le. A (6.25) &llapotok ortonormdlt teljes

rendszert alkotnak, ugyanis az (5.27) és az (5.28)
sek alapjén:

. s 5 k P
tz; (“.dp,sn U»’(P,S) + U, l—?,s}v"j,,(qa,h) = 5.‘} y

* g - + - -
Vo (P9 Wy (f,s) = W o vy -5, 8") = &, J

® g "' - -
Vo (r)S)‘ﬂ;‘(_—?’;’) = v:{‘Pl‘)uﬁ(?)s,)‘—‘o'
Megjegyezzlik még, hogy

H 'ftS.I{

E@ P ; Ep) Pl
R T IR

7. A nukleonra vonatkozé Dirac-egyenlet

Bsszefliggé-

(6.26)

(6.27)

g). (6.28)

Az 1-6. pontban elmondottak barmely nem zérus tdmegl,
1/2 spinli részecskére vonatkozhatnak, amelynek nincsenek to-
vabbi szabadsdgi fokai. A klasszikus példa az elektron.

A nukleonnak tovébbi belsd szabadsdgi foka van, az izospin.
A nukleon izospinjét tekintve kétdllapotu rendszer:

1
0

Az izospin-adllapotok terén hatéd fa=i€a (. =152,3]

proton-allapot: 3'* ._.._( ), neutron-allapot: C‘} =[(4>) .

{ Al

izospin-

operdtorok a 2x2-es unimoduldris unitér matrixok SU(2) cso-

portjdnak generdtorai:
‘ Al , 22 .4
[t gb] =™t [t%¢i1-0
/ ®! a Pauli-matrixokat jel®li./ Nyilvanvaldan

3 - 3 -
LR TS RO TR S

A szabad nukleon Dirac-egyenlete

(g v =HYyw , H=(df +pm)ed,

(7.2)

{T«3)

( Faelt)

ahol 4, a 2x2-es egységmiatrixot jeldli. A nukleont leird
spinor nyolckomponensii: ¥, ( ®=1,=,2,3 a spinor-index és

9= 1,2 az izospin-index).
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Az izospin-szimmetria miatt

[u,¢i]=0. (7.5)

A Dirac-egyenlet sikhulldmu megolddsai:

T(a ;
*l’;(:c)=u3(p)wp(—|,e,,?x) (+=14,2,--.,8) (7.86)
alakuak, ahol

+ 4 ha 4=142 34
E-ra{ ’ R { 7T)

"‘Al) ha = SJG|q|e

w'(P) = wig,s,M = wW(FBOHOF,
w () = w(f,54) = w(g,00T, !
wiF) = w (F 51 = wiF,-Des,
'R = W (F, -5 = Wi, -9e Bey
W) = v (5, 1) = VI, T,

wb(E) = v (§5,4) = w(@ ey, ,

) = v (s,

W) = v (s 0)

il

v(g,-S)e T,

(7.8)

Az E&’ "]-*‘E[P) energidju staciondrius dllapotok most
2x2=b-szeresen elfajultak.

8. A Dirac-egyenlet és az egyrészecske-kép

Az alabbiakban megmutatjuk, hogy a Dirac-egyenlet egyré-
szecske-egyenletként vald értelmezése ellentmonddsokra vezet.

Az elektronokra vonatkozé Dirac-egyenletnek van kontinuum
sok negativ energlas megoldésa, amelyek tetszdlegesen nagy
negatlv energidt is megengednek. Ha ezek az Ures negativ e-
nergidju nivék a természetben rendelkezésre 4llnanak, akkor a
mindig jelenlévd elektromidgneses k8lcsdnhatds miatt az

elektronok mind "lecsorogndnak" és a vildg instabil lenne a X
sugdrzassal szemben. /Elméleti becsles szerint pl. a H-atom
élettartama kisebb lenne mint 10-9 s./ m.

A sugarzaSL katasztréfa elkerlilhetd, ha csak a pozitiv
energids megolddsokat tekintjiik fizikainak, és a valosagos
részecskéket leird hulldmecsomagokat csak pozltlv energids
megoldasok szuperpozicidéjdnak tekintjiik. Ilymédon néhdny el-
lentmonddstdl megszabadulhatunk. |

a/ A sebességoperdtor barmely komponensenek sajdtértékel
+tc-nek adédnak a Dirac- egyenletbol és a sebességdsszetevdk

nem kommutdlnak egymdssal, ui.
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A

FH] = = [%,%5] = cd. (8.1)

dt ik
Ugyanakkor, ha csak a pozitiv energids /vagy csak a negativ
energids/ dllapotok alterére korlidtozéddunk, az

l - -
T (A TA, + ATA) (8.2)

operator sajdtértéke pozitiv /negativ/ energids sikhulldmu
dllapotokban &, ¢ B/E(p).

b/ A helyzetvektor Heisenberg-operdtordnak vdrhaté értéke
tetszdleges /pozitiv és negativ frekvencids komponenseket is
tartalmazé/ hulldmcsomagban nem teljesiti az Ehrenfest-tételt.

Csakugyan
(XY = (HmH(%E}’c ¢ (2—%)%%;:(—%{)}} Sh

ahol az elsd két tag a hullédmcsomag egyenes vonalu egyenletes
mozgdsat irja le, mig & harmadik tag gyorsan oszcillals,
reszketd mozgdsnak /"Zitterbewegung"/ felel meg, amelynek frek-
vencidja elektron esetén 4/re ~ Me2/t~10%20 ses proton esetén
dfx, ~ 10%23 $*nagysdgrendii. Ugyanakkor a reszketd mozgds nem

1lép fel, ha a hullédmcsomag csak pozitiv /csak negativ/ frekven-
cids hullamok szuperpozicidja, vagyis az

2 (A EA, + ARA) (8.4)

operdtor varhatd értéke eleget tesz az Ehrenfest-tételnek.

Hidba préb&ljuk azonban kierdszakolni a Dirac-egyenlet ér-
telmezését az egyrészecske-képben. Megmutathaté ui., hogy egy
lokalizalt hulldmcsomag, amely a t=0 pillanatban csak a pozi-
tiv energids wt(0) d&llapotot tartalmazza,

P (&t=0) ~ exp (Falil*) w' (o) (8.5)

(a0 paraméter), ugy fejlddik az idében tovabb, hogy megjelen-
nek benne a negativ energids w3(0) és wf(e) 4&llapotok,

V@, £40) ~ €0 w'(0) + Glx) w3 o) + ¢, (o) . Vi

Bele kell tehat térddnink, hogy a Dirac-egyenlet nem értelmez-
hetd ugy mint egyetlen részecske mozgidsegyenlete.

9. A lyukelmélet

Azt gondolhatndnk, hogy mindaz, amit eddig a Dirac-egyen-
letrél elmondtunk, f&l8sleges, hiszen az eredeti célt nem ér-
tik el, mert a Dirac-egyenlet nem tekinthetd egy relativisz-
tikus kvantdlt részecske mozgisegyenletének. Ennek ellenére a
Dirac-egyenlet tanulmdnyozdsa elvezetett a lyukelméleten &4t a
t6ltéskonjugdldsi szimmetria felismeréséhez és ahhoz a gon-
dolathoz, hogy a részecskéket és az antirészecskéket egy vég-
telen szabadsdgi foku fizikali mezd gerjesztéseinek kell te-

196



o
: g

kinteni,
Diractdl szédrmazik az a feltevés, hogy a fizikai vakuum
nem lres, hanem benne az &sszes negativ energids allapot be

van toéltve. A feltevés legfontosabb k&vetkezményei az aldbbiak:

a/ A Pauli-elv megakadédlyozza, hogy a pozitiv energids
részecskék "lecsorogjanak" a negativ energids dllapotokba, s
igy nem k&vetkezik be sugdrzdsi katasztréfa.

b/ A részecskék szdma nem marad meg. Egyrészt, lehetséges-
sé valik kiilsé sugdrzds hatdsdra a parkeltés, amikor egy nega-
tiv energids 4llapot betdltdttsége megszinik és egy pozitiv
energids dllapot betd1lt&tté vdlik. Amig a hdboritatlan vakuum
nem vehetd észre, addig fizikai objektumként vevédik észre a
betdltdtt pozitiv energids &llapot, a részecske, ill. a be nem
téltdtt negativ energids dllapot, a lyuk. Masrészt, egy ré-
szecske és egy lyuk k8lcsénds megsemmisiilése /annihildcid/ is
bekdvetkezhet, mikdzben a felszabadulé energia szétsugirzddik.
Megjegyezziik, hogy a Heisenberg-féle hatdrozatlansdgi elv
megengedi, hogy « s&/Mm2 ideig az "energiamegmaradds megsér-
tésével" un. virtudlis lyuk-részecske pdrok keletkezzenek.

¢/ A lyuk egy alkalmas tulajdonsdgokkal felruhdzott "pé-
szecskével" azonosithaté, amit antirészecskének neveziink. Az
antirészecskét jellemz8 fizikai mennyiségeket ugy taldlhatjuk
ki, hogy a megmaraddsi t&rvényeket alkalmazzuk pl. a parkel-
tés folyamatdra. Az elektromos t8ltés megmaraddsdbdl kbvet-
kezden

0444y = du=-9, (9.1)

ahol ¢ a részecske t&ltése, 4, pedig az antirészecskéé.

Az impulzus- &s az energia-megmaradds t8rvénve értelmében

egyrészt: foton + negativ energids —3» részecske
"részecske"

—4

Lo 7 S

w o EC (¢) = S (9.2)
midsrészt: foton—» antirészecske + részecske

t = Pa + P,

o = E b3 + E® (g1 . (9.3)

Usszehasonlitva a (9.2) és a (9.3) egyenleteket

Pa = F s Eulfu)=E, (= £9¢ gl

adédik. Az antirészecske nyugalmi t&megére a (9.4) Osszefliggé-
sek felhaszndldsdval a részecskéével azonos értéket kapunk:

2 . 22\ 11 2 .
Ma= (Eﬂ.(f"-] - P:-) 2-= (E(-) (FJ_P?.)'HR.E.M (9.5)

Osszegezve, a q t&ltésti, -p impulzusu és EH(..F)a-E(F)
energidju be nem t81ltétt dllapot Qa=-q t8ltésl, p.m-p
impulzusu és Ega =-EY($) 30 energidju antirészecskének felel
meg. Az antirészecske nyugalmi t8mege megegyezik a részecske
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nyugalmi t&megével.

Dirac azon felismerését, hogy az elektronnak létezik az
antirészecskéje, fényesen igazolta a pozitron felfedezése. A
Dirac-feltevés azonban nem volt kielégitd, hiszen a bet81ltdtt
negativ energids dllapotok tengere végtelen nagy energidt és
t81ltést hordozna.

10. A t6ltéskonjugdlds

A tapasztalat szerint minden feles spinii részecskének 1&-
tezik az antirészecske pdrja, amelynek ugyanakkoraa nyugalmi
tomege mint a részecskének, de ellentétes a tdltése. A tdmeg-
nivék ilyen értelemben vett elfajuldsa a t&ltéskonjugdlasi
szimmetria k&vetkezménye.

Ha fenndll a t&ltéskonjugdldsi szimmetria, akkor létezik
olvan C transzformdcid, hogv a

[ff’*(?p-cq,A,‘)-M]xy(x):O (10.1)
Dirac-egyenlet megolddsébdl képezett

Yo (0 =C () (10.2)
fliggvény a

[‘:8}‘(9}&“"\-‘0(‘\}‘)"‘4]1‘!:(_:):0 (19:38)

Dirac-egyenletnek tesz eleget. A (10.1) egyenlet egy q t&lté-
sl részecskére vonatkozik, a (10.3) egyenlet pedig egy -
t81ltésll részecskére. A, (x) a kiilsé elektromdgneses tér vektor-
potencidlija. r

A t8ltéskonjugdlds C operdtordnak explicit alakjat k&ny-
nyen kitaldlhatjuk. A 93, operédtor és az CqAy kifejezés egy-
mdshoz képesti eléjelének megvdltozdsdt a komplex konjugdlds
J#¢ miivelete tudja biztositani. Ezért a € operadtort

C=Uu (10.4)
alakban keressiik, ahol U, unitér operdtor. Képezzik a (10.1)
egyenlet komplex konjugdltjdt, majd u;fu alakban szurjunk

be egy egységoperdtort a hulldmfliggvény elé &s szorozzuk meg
az egyenletet balrdl ut—velz

U [-oy#* (Dptiqau) -MIu 0 = 0. (10.5)
A (10.5) egyenlet a (10.3) alakot 6lti, ha

R S T (10.6)

c L]
A Dirac-miatrixok (2.9) &brdzoldsdban
U.c_-.-.(hﬁ’- £ 107

kielégiti a (10.6) egyenletet. Ekkor



Y= Cog = U, x) (10.8)"

a Yw hullamfliggvény t6ltéskonjugdltja.
Bizonyithatdak a t8ltéskonjugdlds aliabbi tulajdonsédgai:

CY 0 =%, (10.9)
Che HEO Iy == LY 1H g (45, (10.10)
Che | Bl ==Ly 1B 1Yy, (10.11)
Chel e > =Ly lZ1y>, e Blyed=-LgIBlys (10.12)
?Zixlxpc(x)=+*(x;q,(x), ﬂ,j'(x);%w_q,‘r(,,; Yoo, (10.13)
e 1 F ey =L F [y, (10.14)

ahol ¥ a részecske impulzusmomentuminak operdtora. A (10.10)
- (10.14) &8sszefiiggésekbsl leolvashatjuk, hogy a (10.1) egyen-
let negativ energids, -p impulzusu megolddsainak t81ltéskon-
jugdltja a (10.3) Dirac-egyenlet pozitiv energids, § dimpulzu-
su megolddsa:

+' < )
"-PC‘F (")-‘:Ct.l;-'F(g)‘ ("rea,"fs T:'l,z) (10.15)
A (10.1) Dirac-egyenlet dltalédnos megolddsa felirhatd

Yo={de (£ o (g, ) ¥s x) +£ e -r)+""m) -
233\ OOTE e T Ty
ng - z o~ '
5 5 - LE "
it (’% o (g, "l’ig (E3) ‘|"r-7;1f9(|=,-r )_C q’CaF( )) (10.16)

alakban, ahol a(p,¥) és 6'(;:.‘,{) Ttetszdleges komplex egylitt-
haték és

‘E’(Fﬁ’) “g*(-f;,“"*'l) : (""'=4.=-) { 10.: 1715

Fizikai jelentést a (10.1) é&s (10.3) egyenletek pozitiv ener-
gids megolddsainak tulajdonitunk:'¢;]y1 (+=1,2) részecskedl-
lapotokat,‘Pgle) (+=1,2) antirészecske dllapotokat ir 1le.
Mivel € antilinedris operdtor, azért a Dirac-egyenlet (10.16)
dltaldncs megolddsa fizikai dllapotok nemlinedris szuperpozi-
ciéja, s igy nem rendelkezik g nem relativisztikus kvantum-
mechanikdban megszokott hulldmfliggvény jelentéssel. A Dirac-
egyenlet tehdt elvesztette egyrészecske-egyenlet jellegét;
egyszerre irja le a részecskéket és az antirészecskéket.

A vdkuumdllapotot ugy definidlhatjuk, mint az &sszes 4?(ﬂ
részecske-dllapotokra és '?fs{x) antirészecske-4llapotokra
( 4 =1,2) ortogonilis Y, dallapotot:

<%rrl_%> =0, <‘{’c;'”~h?=°- (10.18)
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A (10.18) tulajdonsdgu vakuumdllapot (10.16) sorfejtésében va-
lamennyi egylitthaté zérus; a vikuumdllapot nem tartalmaz sem
részecskét, sem antirészecskét. Nvilvanvaldan a vikuumdllapot
energidja és impulzusa zérus:

(o 1 H I =0, ¢4, 1514, >=0. (10.19)

A t8ltéskonjugdlds segitségével a Dirac-egyenlet olyan ér-
telmezéséhez jutottunk, amikor nem kell negativ energids fizi-
kai &llapotokrél és a Dirac-tengerrdl beszélniink.

11. A CPT-szimmetria

A Dirac-egyenletnek a t8ltéskonjugdldsi szimmetridn tul
vannak tovadbbi diszkrét szimmetridi is.

A Dirac-egyenlet invaridns a tértiikr8zéssel szemben. Léte-
zik olyan P unitér operdtor, hogy az

x, = xJ: =(t,-%) | ey = 4’#""‘?“"3“\’#"?,“ (111}
transzformdcid elvégzése utdn a
(c3#8, -M)HY% o =0 (11:2)
Dirac-egyenletbdél a
. f
(crop -M)d, =0 (11.3)
Dirac-egyenletet nyerjiik. A Dirac-mitrixok (2.9) &brdzoldsidban
P =sy°. (11.4)

A Dirac-egyenlet invaridns az idé&tiikrdzéssel szemben is,
azaz létezik olyan T antiunitér operdtor, hogv a

Kp=>x = (-, %), Y he ) =T (9 = o (2,-t) (11.5)
transzformdcidé elvégzése utdn a (11.2) egyenlet az
(379, ~M) ¥, tx)=0 (11.8)

alakot 61ti. A Dirac-mdtrixok (2.9) &brdzoldsaban
Teiplg? X (11.7)

Az elmondottakbél kdvetkezik, hogy a Dirac-egyenlet a
C-, P-, T -transzformdciék egymiasutani végrehajtédsdval szemben
is invaridns, vagyis CPT-szimmetridval rendelkezik. Beldthaté
tovabbéd, hogy

-1 -
(cPT) A (p (CPT)' = Ae (p') ,  Pu=(-pp,-P), (11.8)
(CPTY Z eor (ePT) =2 (¢1) Su==5, . (11.9)
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Figyelembe véve a (11.8) &s (11.9) Osszefliggéseket valamint
azt a kdrlilményt, hogv a CPT-transzformicid a hullamfliggvény
argumentumiat (-%,-t) -rél (#,+) -re viltoztatja, latjuk, hogy
egy negativ energids, ~p impulzusu és -§ polarizdciéju,
"térben &s idében visszafeld terjedd" /a hullamfliggvény argu-
mentuma (-%,-t) / részecskét leird hullédmfliggvénynek a CPT-
transzformdltja egy pozitiv energiiss, f dimpulzusu és s po-
larizdciéju, "térben &s id&ben eldre terjeds" /a hullamfligg-
vény argumentuma (X,t) / antirészecskét leird hulldmfiiggvény.
Mivel a Dirac-egvenlet CPT-invariins, azért a fenti két hul-
lamfliggvény ugyanazt a fizikai dllapotot irja le, a pozitiv
energids, p impulzusu, s polarizdcidiju antirészecskét.

A negativ energids részecske-megoldisok és a pozitiv ener-
gids antirészecske-megolddsok fenti kapcsolatdt a fizikai fo-
lyamatok diagram-nvelven t8rténé leirdsa soran tudjuk majd
hasznositani.

12. Homogén, izotrép kiilsé térben mozgd nukleon
12.1 Izospin-fliggetlen kiilsé tér
Tegylk fel, hogy a nukleon a ktiilsé, homogén és izotrdép vH

vektortér és a ¢ skaldrtér hatdsa alatt mozog. A Dirac-
egyenlet:

[8(i6p-g,V) - (M-gd)]¢=0. i e e
Itt 9, és ¢¢ a nukleon azon "t31tése", amelynek révén k&1l-
csdnhat rendre a vektortérrel és a skaldrtérrel. A kiilsd tér
izotrépidja azt jelenti, hogy
-\?=O, (12.1.2)
a homogenitds miatt pedig
V= a11. és $ = 411, (12.1.3)
A nukleon Hamilton-operdtora
H=2§+J3(M—gs¢)+gv\/° (12.1.4)

felcserélhetd az impulzus, a polarizdcié és az izospin operéa-
toraival:

[H,81=0

Keresslk az (E, P, s , t3) -sajdtdllapotokat

[H,Z@] =0, [u,td]=o0, (12.1.5)

?

Y = exp(-tpx) U(g) (12,1.6)

alakban. Ekkor az W(g) nvolckomponensii spinor az

(Y"P»‘M*JU(ﬁﬁr-O (12.1.7)

egyenletnek tesz eleget, ahol bevezettiik a
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‘PP"'P»'QvV;-, M= M-g,% (12.1.8)

jeldlést. Szorozzuk meg a (12.1.7) egyenletet balrdl a
(tr3l+PP) kifejezéssel; azonos &talakitds utdn

[BP#- (M2 4, 81, W () =0 (12.1.9)

adédik. /Itt 4y a Dirac-spinorokra haté Uxlb-es egységmitrix,
e az izospin-&llapotok terében hatd 2x2-es egységmitrix./A
(12.1.9) homogén linedris egyenletrendszernek akkor é&s csak
akkor létezik nem trividlis megolddsa, ha

det {[BP* - (M*)*] 1,01, | =0. (12.1.10)
A (12.1.10) egyenlet gydkei

) a
y = E®) (12.1.11)

P°=%vv°iE* B),

(f
ahol
» 2 12
= = L] -

By = Lo+ 2177, (12,522}
A homogén ¢ skaldrtér hatdsa olyan mintha a nukleon tdmege
vdltozna meg, a homogén V°® skaldrpotencidl pedig a nukleon
energidjdnak eltolddasét okozza.

Vezesslk be az antinukleon-energidkat:

gm(p‘)=-5("(p)=-qv\/°+E'{§) . {18.1.28)

A nukleon- és az antinukleon-energidkat a 2. &dbrdn tlntettiik
fel az impulzus nagységdnak / Igl / fliggvényében. Az energia-
nivék eredetileg nyolecszoros elfajuldsdt a homogén skaldrtér
nem vdltoztatja meg. Ugyanakkor a homogén skaldrpotencidl a
részecske- &s antirészecske-energidk ellentétes irdnyu elto-
16dasdt eredményezi az energiaskdldn és ezért a kiildnvalt
részecske- és antirészecske-nivék csak négyszeresen elfajul-
tak, ha V°+0.

Vezesslik be a (12.1.7) egyenlet (§, E™p, 2) i11.
(-g, E®¢pr, 2 sajdtértékekhez tartozd w(g,A) 1ill. (@,
sajatmegolddsait; A = (8,Hs):

[1° (69 -q,V) =T B =M* Ju(g,2) =0, (12.1.14)

[g"(E“’Gﬁ)*g,V’HfF-M*J.,,.(ﬁ-l”,__o. (12.1.15)

A (12.1.14) és (12.1.15) egyenleteket &trendezve az aldb-
bi egyenleteket kapjuk:

(<f + @MY ) w(@,n) = ENEIu ), (12.1.16)

(5'("3' - pm*) v (g, A) = E*(F)v(ﬁ',)). (12.1.17)

202



Szorozzuk a (12.1.18) egvenletet balrsdl ufﬁ -val, majd ve-
gytik a (12.1.16) egyenlet adjungdltjat és szorozzuk jobbrél
Bu -val s végilil adjuk &ssze az igy nyert két egyenletet. A
(12.1.17) egvenlettel is hasonléan jdrva el, az u é&s -
spinorok aldbbi tulajdonsdgdt kapjuk:

¥*

al*m)u('a)—i—f*a = T @, (F s
P s = E5) ENuwlpa) , vE,Nv r,l)-:E-,—(g)V(r,)}u-@,).)_(lZ.l.18)
A tovdbbiakban a spinorokat ugy normdljuk, hogy
u+(F,>«)u(F,A):v*(f,;)v-(Flm)= 4 (12.1.19)
legyen.
A (12.1.1) egyenlet &ltaldnos megoldédsa
3 v, () )
o ol . . WPR-CETE o -px-rET%
Yo -A{‘—: S'(ﬁ,[m,,mu(p,m)e + BN vENe ] (12.1.20)

alaku, ahol A(g) és B¥(§,2) tetszéleges komplex egylitthaték.
12.2. Izospinfliggd kiils8 tér

Tegylk fel, hogv a nukleonra a kiilsg VY™ vektortéren é&s
a ¢ skalartéren kiviil még az AM vektorpotencidlu elektro-

miagneses tér és a nukleon izospinjéhez csatoldds #* vektor-
tér is hat, pontosabban, hogy a nukleon mozgasegyenlete

{1[c9-g,v, -3, —%1(4.;1:,)1&,‘] - (M-g$)jy=0 (12.2.1)

alaku. Ttt ¢, , 9¢,e &s Q¢ @ csatoldsi &llandék /"t81tések"/.
A klillsé terek homogenitdsdnak és izotrépidjdnak kévetkeztében

T/=3=@=o, ViA®, 4% ¢ = 411, (1%, 2.2)
A nukleon Hamilton-operdtora
H=af +ﬁ(M~g‘¢)+(%8A°+g,V°) +1T (ﬁ:&o""-"\o) (12.2.3)

most is felcserélhetd az impulzus, a polarizdcid és az izospin
operdtoraival. Igy most is az (E, F . g,%)sajétéllapotok
teljes rendszerét keresstiik

ﬂ.lo(x).-.—. 1xP(-—¢'Px)u(F) (12.2.4)

alakban. A (12.2.4) feltevést behelyettesitve a (12.2.1)
Dirac-egyenletbe, az W(p) spinorra

P { ¥* Y
(f¥Pu- Leghea, - M) ugp) = (12.2.5)
egyenlet adédik, ahol

T)}‘: p}‘.—ngyI = :I:QAJ* o e.ay-gfg}ti-gp‘}” MgM"ﬂs‘l’ . (12 2:8)
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Bevezetve tovabba a

‘P}A-:Py"“e.’t:sa. X ['73;,,1’,,1"0 (18 . 24 7)

kommutdld mennyiségeket, a (12.2.6) egyenlet a szabad nukleon
Dirac-egyenletével azonos alakot 81t:

(v# B, -M*) ) =0, . {12.2:8)

Szorozzuk meg a (12.2.8) egyenletet balrdl a (f”?}*—M*) ki-
fejezéssel:

1, ® [PPP” +%J’a.ya."' - (M*)"—er_sa.ﬁpf‘]u(ﬁj‘-“ 4 (12.2.9)

A (12.2.9) egyenlet izospin-szerkezetét tekintve (x-yt3)=0
alaku, ahol x é&s Y valés szémok. Felhaszndlva, hogy

@ +yTe)(x-ytad= (' -y*y 4, , (1249300
a (12.2.9) egyenletbdl az
2
{[Pf?’*'-'f;e"a,fl’“- (M9 1*2 e (2, P*)* } 4584, Uiy = 0 (12.2.11)
egyenletet kapjuk. A (12.2.11) homogén linedris egyenletrend-

szer nem trividlis megolddsai létezésének szilkséges és elégsé-
ges feltétele, hogy az egyenletrendszer determininsa eltlinjdn:

2
[ PP~ tyeianar - (M ] e* (a, P#)* (12.2.12)
A (12.2.12) egvenlet gydkei
Po“t(E-*(F)tie‘lo) , (12.8.28)

ahol a négy kilénbdz8, lehetséges elSjelpadrositds négy kiildn-
b6z8 gydkdt jelent, amelyek mindegyike a polarizdcid szerint
kétszeresen elfajult energianivét hatdroz meg:
(€] *
AY = 4 4
ty=ti,s (¢) Etprtjea, +9,Y Foedy (12.2.14)

'y 3 - (12.2.15)
b=ty s )= -E*(P) tée“o 4—3\,\/., ¢ ij_c,Ao

A megfeleld nukleon- és antinukleon-energianivék az aldbbiak:

proton: E::lngg,= E*¢) baul + Lag6, teh, t19.2.38)
neutron: Ewg-q,_kﬁi-- E*GE) +9,V% = S0, C12: 2:27)
antiproton: E‘*&;% # = E*p) ~q V.~ 4g, 6 -eA,, §L1%% 2+28)
antineutron: E‘I,L-«h )= E%) — 9, + %19 ¢, . (12 2.19)
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13. Centrdlis erétérben mozgé nukleon
Vizsgdljuk a
{ i 9}.‘ = %vg.\{)[-f) - % %gts " -@.e{_-r)-‘_-;-u “3)25."0(")' (M_3‘¢(«1)}4(x)=0
(13.1)

Dirac-egyenlettel leirt nukleon mozgasdt, ahel valamennyi eré-
tér centrdlis. A (13.1) egyenlet staciondrius megoldésa

«Jr(x)-_-cp(i';vnp(—c&'f) (18.2)
alaku, ahol a staciondrius &llapot ¢ () hullémfiggvénye a

H=-c2¥ X AAG "‘%9;"3 &0 + : Ut)eA () +‘[£(H-gs¢(-¢1)
(13;2)

Hamilton-operdtor E energiasajdtértékhez tartozd sajdtfliggvénye.
Vezessllk be a spin & , a pdlyaimpulzusmomentum . » €s a
teljes impulzusmomentum ¥ operatorat:

-.a-‘l.d-.-.i 5‘0 o - a y= 3 P
S=4% -2(06" , L=dxp, F=L+S (13.1)
A centrdlis erdtér forgdsszimmetridja miatt

(H,3%3 - (H,3%T=0, (&=423) (13.5)]

vagyis a 4 teljes impulzusmomentum s annak m vetiilete 5
kvantums zamok. Ugyancsak mozgasdllanddé a nukleon spinje
/s = 1/2/, hiszen

[H,8%] =0, (13.8)
A palyaimpulzusmomentum azonban nem megmaradé mennyiség:
[W,E*7 40 (13.7)
Tovabbi megmaraddé mennyiséget definisdl a
K=yo(Z5-4) =1° (EL e1) = (317 ) (13.8)
operadator, mert
[H, K] =0, (13.9)

Jeldljlk a K operdtor sajatértékeit (=K ) -val. K és j
egyidejlileg mérhetd, mert

[K,3"]=o. (13.10)

Most megkeressiik K sajatértékeit é&s sajdtfliggvényeit.
Keresslik K és 3* k&z8s sajédtfliggvényeit
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q=(q’.) {18,500
@3
alakban., Bevezetve a nagy- ill. a kiskomponensek alterén haté

? és 1 operdtorokat, a sajdtérték-egyenlet

__{ +4 0 q s -.'éﬂ- q
Kt{':'- 3 ) A - [3(1*1) "';‘]QA- =-K(Iﬁ)(13.12)
)

.02, >z i -

0 -(*-T+4 “[igr0-Ttles/ G
alaku. A (13.12) egyenletbdl rendezessel kapjuk, hogy WA és
Ys is a padlyaimpulzusmomentum négyzetének sajdtfiliggvénye,

azonban kiilénbdzd lA*c sajatértékekhez tartoznak:

P, = [iGenr e+ 4 Ty, = Gty (13.13)

la%: ({geH-x + & Tyg = Lg@ge) g, . (13.14)
Két lehetéség van:

£, ¢y I 3

i+ -t e Tl (13.15)

{ -1l 1 41 -(31-4/;,) (k<o)
vagyis

© ha k>0
£h={_(t+1)’ s mab (13.186)

A (13.15) 8s a (13.16) Bsszefliggésekbsl k&vetkezik, hogy a K
operdtor sajidtértékei az egész szdmok:

oz +1, +2, ... (13.17)

Definidljuk az impulzusmomentum-8sszeadds szabdlyai sze-
rint a & - £0mbi spinorokat:

1.3
K ha k>0
( . _
éum ='§’<emtimsljm} Y!m!(e”s)%.:l_m‘ : ahol { {-(u’d)} . R
{18, 183

Segitségilikkel a (13.1) egyenletnek a fizikai mennyiségek
(H,K, 5‘,'§ﬂ t?) teljes rendszerével jellemzett megoldasai

‘l.c' a.(’r)
- wwm
(Phkh&(x) - Fres (9 Qg.-& ¢ 18519)
- - Q--tw-u
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— e,

alakuak, ahol w az energiasajidtértékeket jeldlé kvantumszam,
4 pedig az izospin harmadik komponense. Természetesen a
(13.19) fliggvénvekb8l 4116 teljes rendszer dltaldban tartalmaz
pozitiv energids k8tétt és nem kdtdtt dllapoti hulldmfliggvénye-
ket, valamint nem k&t6tt negativ energids hullamfiiggvényeket.

A (13.1) egyenlet megolddsait (13.19) alakban keresve é&s
kihaszndlva a g&mbi spinorok ortogonalitdsat, a Cnpe 1 Es az
Fues (#) radidlis hullamfiiggvényekre radidlis egyenletek ve-
zethetdk le:

d <

— o 9 14

d-rann&“ = G [E+M"ﬁs¢(‘)" (3v\£(") Fze 6 te %"M"))]E:h (13.20)
— =K = L

M";na = Eud [E- Mtg.& (0)- (3‘,\4(4) f—iqgﬁ(-r)-rgifi. Ao“))]G“a (18.21)

14. A Foldy-Wouthuysen-féle eld8d1llitds. A spin-pdlya kdlcsén-
hatés

14.1. A szabad részecske esete

Az U=ep(cS) unitér transzformdcidval &ttérhetiink olyan
reprezentdcidéra, amelyben a pozitiv energids &llapotok hul-
lamfliggvényeinek kiskomponense zérus, a negativ energids 4lla-
potok hullamfliggvényeinek pedig a nagykomponense tiinik el:

V> d=Uy-explisdy | HoHmuHu!, (1%.1.1)
ahol

.g"-'ls'f:— y i tﬁl
= ﬁﬁpm(-ﬁ). (14.1.2)

Az tﬂuﬂh) fliggvényt ugy hatdrozzuk meg, hogy a transzformdlt
Hgy Hamilton-operdtorban tiinjenek el az ® operdtort piratlan
hatvdnyon tartalmazé tagok, amelyek "8sszekeverik" a hullam-
fliggvény kis- és nagykomponenseit:
w(fly . & m#glf_‘ , (14.1.3)
M IPl M

Ekkor a Dirac-egyenlet Hamilton-operdtora

Hy = BE@. (14.1.4)

14.2. Nukleon kiils& térben

A kilsdS térben mozgd nukleon (13.1) Hamilton-operdtora
H=PpPM +e+ 0 { Lh.2 .2)

szerkezetl, ahol
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¢ - pdros /"even"/ operdtor, amely nem keveri a
kis- és nagyvkomponenseket,

@ - paratlan /"odd"/ operdtor, amely a kis- és a
nagykomponenseket 8sszekeveri.

Felhaszndljuk a k8vetkezdket:
a/ @ paros hatvdnyai pdros operdtorok,
b/ ® péaratlan hatvdnyai pdratlan operatorok,

C/‘,B@N- Op =0 , ﬁe-eﬂgo. €Al .9 .9

Unitér transzformiciéval most is elérhetiiik, hogy a Hamilton-
operatorbdél 4/M szerinti tetszéleges rendben eltinjenek a pa-
ratlan operdtorok. Tegylik ezt meg /M3 rendben.

Bevezetjlik az

1+
BNETR i (1%.2.3)
operdtort, és végrehajtjuk a
% =exp (iS¢, H'=exples)Hexp (-c6) (14.2.4)

transzformaciét. Fejtsiik sorba a H' operdtort /M hat-
vdnyal szerint:

S- .ggl. —.S H:?. L
H':(‘l*-‘—.—+-‘—_-+--- )H(-H— :! +( }MS' + .o ):

* h
=H + ¢ [$,H] torls,[sH1) + -..+-:—!-[s,[s', sy L] f I
—_—

B (. 1l, 9. 5)

/Az utébbi egyenl&séget beldthatjuk, ha észrevesszik, hogy

' WAS  _ias = J"F A"
H'leau , ahol F(a)=e¢e He =u§od_?«‘"l,,oﬁ’ (14.2.6)

W

d'F s |, - -0NS

‘J;; =e W" Ls.[sr"',ES;HI---]]Q (14.2.7)

- e
és igy
' = 4 r
Hi=Fuy =2 [ [s .. [sHI..]T. (14.2.8)
h=o N. \l_\(‘—"’_‘

h-Saevr
Ezt akartuk beldtni./

208



—— e

Figyelembe véve, hogy
B)y=M , B(®)=6(e)=1, B(s>=1/M , (14.2.9)
a transzformdlt Hamilton-operator (/M3 renddel bezdrdlag

= H+0s,uT -3 0s Ts M1l - £ (5,05, Is,HI 1T 4

1 5
tn [5,08,0s,Ts, pMITTT + G (armt) (1%.2.10)
A (14.2.10) kifejezés szintén a (1l4.2.1) szerkezetet mutatja:
H=pm+e'+0/ Eats 211D
ahol
o* o 1
f = -
6—#(2,1 8M3)+e“gnz[a’;[@a€]]: (14.2.12)
0
4.2,
Ty { e, 080

de a paratlan operdtor magasabb rendi 4/M -ben, mint volt:
G(0')=1/Mm. (1%.2.14)

Most ujra végrehajtunk egy a:z

S=-———}%co’ ‘: ( (0,e] - .BM") L1t 2 15)

operdtor dltal definidlt unitér transzformdciét, amelynek az
eredménye

H'= o R pM +e”+ 07, (14.2.16)

ahol
e¥= &', LB 2T
W’ﬂ%[%@e]-ﬁ;, T+6J+G(4m~) (14.2.18)

és
G(o") = 1/m*. (14.2.19)
M egyszer megismételve az eljdrdst az

‘--——ﬁ@' (14.2.20)

operdtorral, olyan
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.- ol
H e H" 'S H"g“s =pM+e” + O (M) = C9% . 2.5

$
o* o
= M+.__.._ "
‘%( 2M sus)*e 3Mz[f9f@el_[+(9(un)
Hamilton-operdtort kapunk, amelyben 4/M® renddel bezdrélag

midr nem 1lép fel pdratlan operdtor.
Felhaszndljuk, hogy a kiils§ térben mozgd nukleon esetében

=-8gsd + (zeA+q, Vo) +ivs (ge8,4eh,), (14.2.22) |

-4
V=g, (1n,2.23)

-+(-;u.+g,v.)+;«,(a,«,+er>+;Tz[w.wm+;a<agwm1+

£ = s = = A
+—--Z-{[%tVAo{-gvV\gi-érs(s!VGomVA,)]xF ; (14.2.24)

T dr (14.2.25)

tipusu tagok spin-pélya k8lcstnhatdst eredményeznek:

oA,
.zM.r [ﬁ ’d-r .;. d-: "'9’44- z(ﬂrT"‘d‘j"‘)}LS (14.2.26)

A (14.2.26) kifejezésbdl 1latjuk, hogy a d) skaldrtér kivételé-
vel valamennyi klilsé ter azonos eld&jelli spin-pdlya k&lcsdnha-
tdst okoz a nukleonnak és az antinuklecnnak, a skaldrtér vi-
szont ellentétes el&jeliit. Az A Es Co kﬁlsé terek izospin-
figgd spin-pdlya k8lcsdnhatdst okoznak.

A nukleonok relativisztikus tdrgyaldsédnak egyik eldnye,
hogy automatikusan benne foglaltatik a leirdsban az a spin-
pdlya k8lcsdnhatds, amelynek 1étét az atommag héjmodelljében
kiildn fel kellett tételezni.
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1. dbra Szabad részecske energia-sajdtértékei az impulzus
nagysdganak fliggvényében
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a) lp b.) Ip

c.) pl

Kiilsé skaldrtér &s VO skaldrpotencidl hatédsa
alatt mozgé nukleon és antinukleon ener%la]a az
1mDulzus nagysdgdnak fliggvényében: a/

b/ V°=0, ¢ $0; </ Vo4 0, & #0.

/ ¥ az energianivék elfajultségéna}c foka, M':M-gté)

o =g,V ./

“O, =03
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